2-2-Gyorsuld mozgasok: kér- és bolygdbmozgas

Kérmozgas

.1) Forgo kerék két, ugyanazon sugaron 1évo pontjanak sebessége 13 m/s illetve 7 m/s. Mekkora a kerék
szogsebessége, ha a két pont tavolsaga 30 cm? (20/s)

A kerék merev, ezért minden pontja azonos szégsebességgel mozog.

.2) Egy kerék 10-et fordul percenként. Mekkora a tengelyhez viszonyitott gyorsulasa azon pontjanak, amely a
forgastengelytél 20 cm-re van? (0,219 m/s%)

A tengelyhez képesti (centripetalis) gyorsulast keresstk.

.3) Mekkora a repiilégép 1égesavar legszélsé pontjanak foldhoz képesti sebessége, ha a repiilé 120 km/h
sebességgel gurul a talajon, és a légcsavar fordulatszama 600 min™? A légcsavar legszélsd pontja a tengelytél 1,5
m-re van. (99,97 m/s)

A pont talajhoz képesti sebessége a kdrmozgashol adodo, tengelyhez képesti sebességnek, és a tengely talajhoz
képesti sebességének vektori ereddje.

.4) Fliggbleges sikban forgatott parittya 40 cm-es kétele éppen Ugy szakad el, hogy a ké fliggélegesen felfelé
repll, 25 m magasra. Mekkora volt a parittya fordulatszama az elszakadas pillanataban? (8,9/s)

Az elszakadaskori kerlleti sebesség egyben a hajitas kezdGsebessége, igy a magassagbdl szamolhato.

.5) Egy gépkocsi 21,6 km/h sebességgel egyenletesen halad, csiiszdsmentesen gordiilé kerekének atmérdje 60 cm.
a) Mekkora a kerék szégsebessége? (20,0 1/s)

b) Mekkora a kerék legfelsd, legalso, illetve a tengellyel egymagassagban 1évé kertileti pontjainak talajhoz képesti
sebessége? (12,0 m/s; 0,00 m/s; 8,49 m/s)

c) ...6s atalajhoz képest gyorsulasaik? (120 m/s?)

a) A keruleti P pont foldhdz képesti sebessége két sebességvektor 0sszege: Vo= Vp+ Vih=Viert+Vo, Zaz a
tengelyhez képesti kertileti sebességbol adodo, és a tengely foldhdz képesti sebességének Gsszege.
Csuszésmentes gordilés esetén P pontot a talajon valasztva, ez pontosan 0 kell hogy legyen. Azaz viert+Vo=0, igy
V0:Vker:ra).

b) A v, vektort minden pont esetén adjuk hozza a megfelel keriiletisebesség-vektorhoz.

C) arm= app+ ay , ahol az elsd tag a centripetalis gyorsulas, mig a masodik tag 0 a tengely egyenletes haladasa
miatt. Igy minden keriileti pontnak csakis a centripetalis gyorsulasa van.

.6) Korhinta kotele a forgastengelyre meréleges tartoradon, a tengelytél 1,5 m tavolsagra van rogzitve. A kotél 4
m hossz1, ¢s forgas kdzben 30 fokos szdget zar be a fliggdlegessel. Mekkora a hintakosar keriileti sebessége,
szOgsebessége, gyorsulasa, ha percenként 12-szer fordul kérbe? (4,40 m/s; 1,26/s; 5,53 m/sz)

A koséar palyasugara és a periddusidé szamolhat6 (3,5 m; 5 s).
.7) Motorkerékpar allo helyzetb6l indulva, egyenletesen novekvd sebességgel, 20 m sugart, vizszintes sikl
korpalyan halad. Erintd iranya gyorsulasanak nagysaga 2 m/s?. Mennyi idé6 milva lesz gyorsuldsdnak nagysaga

kétszerese a kezd6értéknek? Mekkora szdget zar be ekkor a gyorsulas iranya a sebesség iranyaval? (4,162 s; 60°)

Az ered6 gyorsulasnak két komponense van: az érintd €s a centripetalis komponens.
Az érint6 iranya komponens allando, a centripetalis komponens pedig sebesség-, és igy id6fiiggo.

.8) 2 m sugaru palyan 40/s? sz6ggyorsuléssal indul egy test.



o Mennyi id6 mulva lesz a centripetalis gyorsulasa tizszer akkora mint az érintd iranyt gyorsulasa? Mekkora
ekkor a gyorsulasvektor és a sugar szoge? (0,5s; 5,71°)
o Hanyat fordult eddig a pillanatig, és mekkora most a fordulatszdma? (0,796 fordulat; 3,18/s)

o A centripetalis gyorsulas, ebbdl a sebesség, majd az idé szamolhato.
o Az eddigi fordulatok szama az eddigi elfordulasi szogt6l, a fordulatszam a pillanatnyi szogsebességtol fiigg.

.9) Egy 1,5 m sugaru kérpalyan mozgé test szégelfordulasa @ = 0,1/s3*t3 + 4/s*t + 3 fiiggvénye az idének. A
t= 2 s id6pillanatban. ..

o ...mekkora szogelforduldsa, szogsebessége, szoggyorsulésa..., (11,8; 5,20/s; 1,20/s%)

o ...sebessége, gyorsulaséanak palyamenti és centripetalis komponense? (7,80 mi/s; 1,80 m/s?; 40,56m/s?)

w(t,) = }ir{lm =...=0,3/53*t,24+4/s és B(t,) = }HPM =...=0,6/s3*t,.

t—to t—t
A hatérértékek kiszamolasahoz hasznaljuk a matematikabdl jol ismert a"-b" = (a-b)(@"*+a"2h+...+ab"?+b"?)
Osszefiiggést.

.10) Egy test kérpalyan halad. A kériv mentén megtett Utja: s= 0,5m/s?*>+2m/s*t. A t=2s és t= 5s-0s
id6pillanatokhoz tartozé gyorsulasok nagysaganak aranya 1:2. Mekkora a korpalya sugara? (21,42 m)

v(t)= 1m/s**t+2m/s illetve asis= 1M/S2.  @..as= 1mM?/s*+ (V?/r)? . Egyenletet felirva, r adodik.

.11) Vizszintes lapon mozgé 0,5 m hosszlsagu rid kézéppontjanak sebessége 3 m/s, és egy adott pillanatban a
radra merdleges. A rud szogsebessége 36 1/s. Mekkora a rud végeinek sebessége? Hol van a ridnak az a pontja,
melynek sebessége 0? (12 m/s; -6 m/s; 8,33 cm-re a kdzépponttol)

Vveg(lap)= Vvég(kp)+ Vkp(lap)

.12)* Egy gyorsulo kocsi pillanatnyi sebessége 21,6 km/h, de a talajon csiszdsmentesen gordiilé kerekének
szoggyorsuléasa 25/s? és alland6?

.2) Mekkorak a kerék legfels6, legalso, illetve a tengellyel egymagassagban 1év6 Keriileti pontjainak talajhoz
képesti sebességei? (12,0 m/s; 0,00 m/s; 8,49 m/s)

.b) Mekkorak a talajhoz képesti gyorsulasok az emlitett pontokban? (lent, hatul, fent, elél: 120,0 m/s® ; 127,7
m/s?; 120,9 m/s?; 112,7 m/s?)

.a) A sebességek a sebességisszeadasi tételbdl jonnek. Nem befolyasolja 6ket a gyorsulas.

.b) A kocsi, és annak tengelye gyorsul a talajhoz képest. Az dp(f)= ap(t)+ at(f) Gsszefliggésben azonban most

az Ap(f) két gyorsulasvektor dsszege: a centripetalis és a ra merSleges érinté iranyl gyorsulasé, igy minden P pont
esetén a talajhoz viszonyitott gyorsulds harom vektor ereddje.

A legalsé P pontban a kocsi foldhtz képesti a, gyorsulasa elére mutat, a centripetalis gyorsulas felfelé, mig az r 3
érinté iranyu gyorsulés hatrafelé. A csuszasmentesség miatt Vizszintes irdnyban a P pont nem gyorsul a talajhoz
képest, ezért a kocsi gyorsulasa a,=rp.

Minden keresett pontban ezt a harom vektort kell dsszeadni: a,=7,5 m/s?, ac= 120 M/s?, a¢ins= 7,5 M/s2.

.13) Vizszintes talajon cstszasmentesen gordiil egy R sugar( korong. Kzéppontjanak sebessége vo. Hatarozzuk
meg legalso, legfels6, valamint jobb- és balszéls6 pontjainak....

a) ... pillanatnyi sebességét,  (0; 2V, ; V2vp)

b) ... pillanatnyi gyorsulasat, (%5 )

c) *.....sazon korok sugarat, melyek e pontban legjobban helyettesitik a palyat. Ezek neve: simulékérok. (A
,»legjobban helyettesitik” kifejezés azt jelenti, hogy ezen pillanatban a simulokoéron valé mozgast feltételezve,
ugyanaz legyen a hely, a sebesség és a gyorsulas is.) [Vesd 6ssze a a kovetkez6 kérdéssel!]

(alul 0; fels6: 4R; széls6:2v/2R)

d) *A korong egy keruleti pontja ltal befutott palya neve: ciklois. Adjunk képletet arra, hogy mekkora ennek
gOrbuleti sugara az egyes pontjaiban! A korong kiszemelt P pontjdhoz hizott sugarnak a lefelé mutatd
fiiggdlegessel bezart szogét jelolje ¢. Mekkora a ciklois gorbdleti sugara ott, ahol a P pont van rajta?
[r=4Rsin(¢/2)]



a) A cslszasmentes gordilés miatt a sebességek lent, fent és oldalt 0; 2v ; V2v,.

2
b) A gyorsulds minden pontnal a centripetalis gyorsulas: %" (mert a tengely nem gyorsul a talajhoz képest).
c) Ennek kell venni minden pontnal a normalis-, azaz a palyara merdleges (a sebességvektor irdnyara
merdleges!) komponensét, amik igy lent és fent v2 /R, oldalt pedig vZ/(v2R).
Mindenditt a,= v?/r, ahol r a simulékor sugara.

d) EIobb a P pont talajhoz képesti sebességvektorat, majd a centripetalis gyorsulasnak az erre merdleges
komponensét kell meghatarozni. A geometridban segit az dbra. ve=2vosin(¢#/2); an=Vo*/R*sin(¢/2)
Ezutan a,= ve?/r, ahol r a simulékor sugara.

A
palyaérinté

a) A 60° szog alatt, 30 m/s sebességgel elhajitott test palyajanak legfels6 pontjaban mekkora a simulokor
sugara? (22,94 m)

b) Mekkora a simul6kor sugara a t=4 s-kor? (54,53 m)

C) *Milyen kezddsebességgel és mekkora szog alatt kell elhajitani egy testet, hogy inditaskor a simulokor
27-szer nagyobb sugaru legyen, mint a tetéponton. (70,53°%-0s szégben)

3
d) *Adjunk képletet, mely az id6 fliggvényében megadja a simulokor sugarat! (r(t) = %)

a) A tet6n csak a vizszintes sebességkomponens marad. A gyorsulas itt (is mint a repiilés soran végig)
fliggblegesen lefelé mutat, a sebességre éppen merdleges. g= VA/r.

b) 4 s mullva a sebesség 20,02 m/s, a vizszinteshez 41,47°-0s sz6gben hajlik lefelé.
Ekkora szdgben hajlik a normalis gyorsulaskomponens is a fiiggélegeshez, nagysaga 7,35 m/s?.

¢) Indulaskor g*cosa=v?/r1, mig a tetén g=(V, cosa)ra.

d) Ha ¢jeldli a sebesség vizszintessel bezart sz6gének nagysagat, akkor a,=g*cos¢g, &mde cosg= Vox/V(t) is
fennall.
Ebbdl an=V2(t)/r alapjan adddik r.

Bolygdmozgas

.15) A Fold felszinhez kozeli korpalyara szeretnénk allitani egy testet, melyet ezért vizszintesen, kis magassagbol
I6vunk ki. Mekkora legyen a kil6tt test sebessége (,,els6 szokési sebesség”)? A Fold sugarat 6370 km-nek, g értékét
9,81 m/s?-nak vegyiik.

(Utmutatas: Tekintsiink egy révid At idétartamot! Ezalatt a vizszintesen kil6tt test gravitacié hianyaban VoAt utat

tenne meg, 4m a gravitacio miatt 1/2g(At)? tavolsaggal esik a Fold kozéppontja fele) (v =,/gR = 7905 m/s)

A kilovés helye, a Fold kdzéppontja és a test helye rovid At idé6 mulva derékszogli haromszoget hataroznak meg.
Pitagorasz tétele érvényes az oldalak kozott.
Mivel At kicsi, ezért magasabb hatvanyai elhanyagolhatdak az alacsonyabb hatvanyaihoz képest.



.16) Kozismert, hogy a Holdnak mindig ugyanazt az oldalat latjuk a Foldr6l. A Hold keringési ideje a Fold koriil
27,3 nap.

a)
b)
c)

a)

b)

Mennyi id6 telik el a Holdon ket napfelkelte kozott? (29,5 nap)
Es két foldfelkelte kozott? (o)
Mennyi id6 telik el a Foldon két azonos holdfazis kézott? (29,5 nap)

rendszerben:

A holdi napfelkelte helye a Holdon (&bran pétty), a Hold Naphoz legkdzelebbi

(vonassal megjeldlt) pontjahoz képest 90°-kal elfordulva talalhato.

A Hold a sajat tengelye koriil 27,3 nap alatt fordul korbe egyszer (ui. a Fold felé

mindig ua. oldalat mutatja).

A Hold a Folddel azonos, nagyjabdl korpalyan latszik keringeni. Ez utdbbi

keringés ugyanabba az irdnyba zajlik, mint a Hold tengely koruli forgésa!
Ahhoz, hogy a Hold ismét ugyanazt az oldalat mutassa a Nap felé, nem

elég 360°-ot fordulnia, hanem annyival tébbet kell, mint amekkora szoggel

latszik elfordulni a Napt6l a Holdhoz hizott vezérsugar.

A Naphoz kdzéppontjahoz rogzitett, de a Nappal egyitt nem forgé koordinata Hold q)
]

A Hold sajat tengelye korul naponta 360/27,3 foknyit, a Hold kdzéppontja a Naptdl nézve naponta 360/365,25
foknyit fordul el, igy naponta 12,20°kal fordul tobbet. Ezeknek naponta 6sszegzédve, 360°-ot kell adniuk.
Osszesen 360/12,20=29,5 nap mulva fordul a Nap felé a Hold megjeldlt pontja, és ekkor lesz a kdvetkezd
napfelkelte a Holdon.

rendszerben:

A Nap 365,25 nap alatt latszik korbefordulni, mig a Hold felszinének egy

rogzitett pontja (ahol pl. napfelkelte van) 27,3 nap alatt fordul kérbe ugyanazon Q

iranyba.

Igy relativ szogsebességiik ELLA L — o
27,3 nap 365,25 nap ¢

A Hold egy adott pontjaban érzékelt ket napfelkelte pillanataban az emlitett

felszini ponthoz képest a Nap ugyanugy all, relativ helyzetik megegyezik, igy

relativ szégelfordulasuk 360°.
A sziikséges 1d6 a relativ szogelfordulas és a relativ szogsebesség hanyadosa.

A Hold kdzéppontjahoz rogzitett, de a Holddal egytt nem forgd koordinata Hold q)
]

1
t=———=<—nap

27,3 36525

A Hold barmely pontjabél a Féld mindig ugyanazon iranyba latszik. gy foldfelkelte mindig ugyanott, egy kor
mentén, a Foldrél lathatd holdperem pontjaibol latszik. Méas pontokbol sosem.

A Nap k6zéppontjahoz rdgzitett, de a Nappal egyitt nem forgo koordinata rendszerben:

Teliholdkor a fenti abran a Fold éppen a Hold és a Nap kdzétt van. Mivel a Hold mindig ugyanazt az oldalat
mutatja a Fold felé, ezért a Fold iranyat a Holdrol nézve mindig a Hold vonassal megjelélt pontja jeléli ki. Igy
az els6 kérdésnél targyalt 29,5 nap malva a Fold szintén - a jelnek megfeleléen- a Hold és a Nap kozott lesz, a
Foldrol ismét telihold latszik.

A Fold kozéppontjahoz rogzitett, de a Folddel egylitt nem forgd koordinata rendszerben:
A Nap 365,25 nap alatt, mig a Hold 27,3 nap alatt latszik korbejharni. Két szomszédos, azonos holdfazis

. . . , . .. , , 360° 360°
esetén relativ helyzetik ugyanaz, ezért 360°-0s relativ szogelfordulasuk és —
27,3 nap 365,25 na

relativ
p

szOgsebességik hanyadosa 29,5 nap lesz.

Mivel azonban ennyi id6 alatt a Fold egy rogzitett pontja éppen 29,5-et fordul, ezért két szomszédos azonos
holdfazist altalaban nem tudunk érzékelni, de minden masodikat igen. (Kivétel: nyaron két szomszédos
telihold mindegyike lathato, persze egyik napfelkeltekor, masik naplemetekor.)

.17) A tavkozléci célu ,,geostacionarius mithold” az Egyenlitonek mindig ugyanazon pontja f616tt kering.
a) Miért nem lehet ilyen mitholdat Zalaegerszeg felett keringetni?



b) Milyen magasan kering a Fold felszine folott a geostacionarius mithold, ha a Hold tavolsaga a Fold
kdzéppontjatol 384 400 km, keringési ideje 27,3 nap, a Fold sugara pedig 6370 km? (36 028 km)
c) Mekkora latészog alatt latszik a Fold a Holdrol illetve a tavkozlési mitholdrol? (1,90°%; 17,28°)

a) Kepler I. tdrvénye szerint a vonzécentrumnak a palya sikjaban (ellipszis fokuszaban) kell lennie.
A Fold gravitacios tere a Foldon kiviil kozelitéleg olyan, mintha tomege a kozéppontban lenne egyesitve.
Zalaegerszeg folott keringve, a palyasik nem tartalmazza a Fold kdzéppontjat.

b) Kepler III. térvényét alkalmazzuk a Holdra és a mitholdra.

c) A Fo6ldhoz huzott érintok szoge kell.

.18) A Fold koriili Nemzetkozi Urallomas korpalyajanak felszin feletti magassaga 380 km korili. Mennyi a
keringési ideje? (Utmutatas: A Holddalnal 384 400 km, 27,3 nap) (91,5 perc)

Kepler I1. torvénye. A tavolsagot a Fold kdzéppontjatol kell merni.

.19) Mekkora a Féld kézéppontjatol mért tavolsagok aranya a Nemzetkozi Urallomés és a geostacionarius
mitholdak esetén, ha a Nemzetkozi Urallomas a Foldet 92 perc alatt keriili meg? (1: 6,26)

Kepler I1. torvénye.

.20) Az 1958-ban felbocsajtott Vanguard-1 mithold még mindig a Fold koriil kering (bar mér nem lehet vele

kommunikalni). Palyajanak foldfelszinhez legkdzelebbi pontja 654 km, legtavolabbi pontja 3969 km-re volt

eleinte. A Fold sugara 6370 km.

a) Mekkora a mithold fél-nagytengelye? (8 682 km)

b) Mekkora a VVangard-1 keringési ideje az ellipszispalyan, ha a geostacionarius miithold a fold kézéppontjatol 42
100 km-re kering korpalyan? (134,8 perc)

C) Mennyi id6 alatt teszi meg a miihold az ellipszispalyanak a negyedét, ha foldkozel-ponttdl indul, illetve, ha
foldtavol-ponttdl indul? Az ellipszis terlletképlete: t= a*b*n. (29,53 perc; 37,87 perc)

d) A Vangard-1 sebessége foldtavolban vi. Mekkora a sebessége foldkozelben, és mekkora a két pont kdzott
féluton? (1,481vy; 1,217vi)

e) Mutassuk meg, hogy a mithold keringése soran a nagytengely végpontjaiban mert sebességek mértani kozepe
, . , .. , , - a+c a+c
éppen a kistengely végpontjaiban mért sebességet adja.<v1; Vy=v1—; V3 =74 \/;)

a—c

a) A kozépponttol szamitott tavolsagok 6sszege a nagytengely.

b) Kepler Ill.

c) A vezérsugar altal strolt tertilet bc/2-vel, egy derékszogli haromszog teriiletével kevesebb, illetve tobb az
ellipszis tertiletének negyedénél. Hasonlitsuk e terlletet az ellipszis terlidletéhez, és alkalmazzuk Kepler I1.
torvenyét.

d) A terlleti sebesség allandésaga (Kepler I1.) miatt kicsi At idétartam alatt a nagytengely végpontjainal 1évé
mitholdhoz htzott vezérsugarak altal surolt haromszogek teriiletei: ¥2*viAt*(a+c) = Yo*voAt*(a-c) , amibdl
Vo/vi=(a+c)/(a-c).

A két nagytengely-végpont kozott félaton, a Kistengely végpontja van, ami éppen a tavolsagra van a
fokuszpontbeli Foldtol. A vezérsugar surolta haromszogterilet itt Y2*vsAt*a*sing, ami egyenl6 az egyik
nagytengelyvegpontnal strolt haromszogterilettel. A sing értéke szamolhato a fokusz, a kdzéppont és a
kistengelyvégpont alkotta haromszdgbdol.

e) Az el6z6 kérdést oldjuk meg paraméteresen, felhasznalva az ellipszisben érvényes a?=b?+c20sszefiiggést.

.21) Pontszerti, M tomegii bolygétol r tavolsagra, a bolygohoz viszonyitott sebesség nélkiil magara hagyunk egy
testet. Mennyi id6 alatt esik ra a test a bolygora, ha a bolygd korul r sugara kérpalyan keringé mithold T id6 alatt
keruli meg a bolygét? (0,177 T)

Ha a test egy kicsi, ,,0oldaliranyt” (a hozza hazott vezérsugarra merbleges) Vo sebességet is kapna kezdetben,
akkor a bolygé kortili ellipszispalyara allna. (Kepler 1.) Mivel nincs meg ez a kezdésebesség, ezért az
ellipszispalya ..elfajuld” lesz, azaz kistengelye 0. (Hiszen nincsen olyan sebességkomponense a mozgasa




soran, ami a vezersugarra meréleges lenne.) (Gondolatban egyre kisebb, 0-hoz kozelité kezd6sebességet
feltételezve, az ellipszis kistengelye 0-hoz tart.)
Az elfajulo ellipszisnél b= 0 miatt a=c lesz (ugyanis a?=b?+c?), azaz az ellipszis fokuszai a nagytengely
végpontjainal (tehat a test kezdeti helyén és a bolygo helyén) vannak. Emiatt az elfajuld ellipszis fél
nagytengelye r/2, amelyen vald ,.keringési” id6 éppen a keresett eséséi id6 duplaja.

Kepler I11. térvényeét alkalmazzuk az es6 testre és a keringé miiholdra.

.22) Egy adott pillanatban két mithold halad el egymas mellett. Az elhaladas pillanataban sebességiik merdleges a
Foldet a miiholdakkal 6sszekot6 egyenesre. A talalkozas pillanataban tavolsaguk a Fold kézéppontjatol 150 000
km. Az egyik mithold keringési ideje 5 nap, a masiké 8 nap. (A miiholdak tdmege jelentéktelen. A Hold 27,322
nap alatt keriili meg a Foldet, atlagos tavolsaga a Foldtol 384 400 km.)

.a) Mekkora a mitholdaknak a maximalis és a minimalis tAvolsaga a Fold kdzéppontjatol? (Egyik 150 000 km,
97 810 km, masik 188 999 km, 150 000 km)

.b) Milyen tavol vannak a Fold kdzéppontjatol, amikor sebességiik éppen parhuzamos azzal az egyenessel, amely
a talalkozas pillanataban 6sszek6totte a mitholdakat a Folddel. (123 905 km, 169 499 km)

.C) Leghamarabb mennyi id6 mulva lesz a két miihold a legtavolabb egymast61? Mekkora ez a tavolsag? (20 nap;
338 999 km)

.a) A félnagytengelyek Kepler II1. torvényébdl szamithatoak. A Foldtl mért tavolsag a+c, a-c, amibdl ¢ adodik.
.b) A keresett tavolsagok a félnagytengelyekkel egyenlok. Az ellipszis (mint ponthalmaz) definicidja alapjan
a’+b?=c?,

.C) Az egyik ellipszispalya tartalmazza a masikat, egyetlen kozos pontjuk van. A kozottik 1€vo tavolsag
maximalis, ha a kicsi palyan 1év6 a kiindulasi helyzetben, a nagy palyan 1év6 pedig az atellenes pontban van.
Ehhez az egyik mozgasat tekintve 5 nap tobbszorose kell, hogy elteljen, a masik mozgasat tekintve pedig 4 nap és
még né¢hanyszor 8 nap. A legkisebb ilyen idétartamot keressiik.



